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Lorentz 力

4元速度

ちょっと特殊相対論のおさらい

𝑢𝑢𝜇𝜇 ≡
𝑑𝑑𝑥𝑥𝜇𝜇

𝑑𝑑𝑑𝑑
=

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

,
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑�⃗�𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝛾𝛾, 𝛾𝛾�⃗�𝑣 �⃗�𝑣 ≡
𝑑𝑑�⃗�𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑥𝑥𝜇𝜇 = 𝑑𝑑, �⃗�𝑥 𝑑𝑑 : 固有時 𝑑𝑑𝑑𝑑2 = 𝑑𝑑𝑑𝑑2 − 𝑑𝑑�⃗�𝑥2

𝑢𝑢𝜇𝜇𝑢𝑢𝜇𝜇 = 𝛾𝛾2 1 − 𝑣𝑣2 = 1

4元運動量 𝑝𝑝𝜇𝜇 ≡ 𝑚𝑚0𝑢𝑢𝜇𝜇 = 𝑚𝑚0𝛾𝛾,𝑚𝑚0𝛾𝛾�⃗�𝑣 = 𝑚𝑚,𝑚𝑚�⃗�𝑣 = 𝐸𝐸, �⃗�𝑝

�⃗�𝑝 = 𝑚𝑚�⃗�𝑣

𝑚𝑚0: 静止質量，

𝑝𝑝𝜇𝜇𝑝𝑝𝜇𝜇 = 𝑚𝑚0
2𝑚𝑚 ≡ 𝑚𝑚0𝛾𝛾

4元力 𝑓𝑓𝜇𝜇 ≡
𝑑𝑑𝑝𝑝𝜇𝜇

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 𝛾𝛾𝑓𝑓 ⋅ �⃗�𝑣, 𝛾𝛾𝑓𝑓 𝑓𝑓 =

𝑑𝑑�⃗�𝑝
𝑑𝑑𝑑𝑑

荷電粒子の運動が作る電流 𝑗𝑗𝜇𝜇 = 𝑞𝑞𝑢𝑢𝜇𝜇 = 𝑞𝑞𝛾𝛾, 𝑞𝑞𝛾𝛾�⃗�𝑣

不変質量，
rest mass



Lorentz 力

𝑓𝑓𝜇𝜇 = 𝐹𝐹𝜇𝜇𝜇𝜇𝑗𝑗𝜇𝜇Lorentz 力を相対論形式に記述すると

これは，電磁場中を運動する荷電粒子が作る電流と電磁場の相互作用項 𝐴𝐴𝜇𝜇𝑗𝑗𝜇𝜇

から導出される．

𝑓𝑓𝜇𝜇 = 𝐹𝐹𝜇𝜇𝜇𝜇𝑗𝑗𝜇𝜇

= 𝐹𝐹0𝑘𝑘𝑗𝑗𝑘𝑘 ,𝐹𝐹𝑖𝑖0𝑗𝑗0 + 𝐹𝐹𝑖𝑖𝑘𝑘𝑗𝑗𝑘𝑘 = 𝐸𝐸𝑘𝑘𝑗𝑗𝑘𝑘 ,−𝐸𝐸𝑖𝑖𝑗𝑗0 − 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝑘𝑘𝑗𝑗𝑘𝑘

= 𝑞𝑞𝛾𝛾𝐸𝐸 ⋅ �⃗�𝑣,−𝛾𝛾 𝑞𝑞𝐸𝐸 + 𝑞𝑞�⃗�𝑣 × 𝐵𝐵 = 𝛾𝛾𝑓𝑓 ⋅ �⃗�𝑣,−𝛾𝛾𝑓𝑓 𝑓𝑓 =
𝑑𝑑�⃗�𝑝
𝑑𝑑𝑑𝑑

�⃗�𝑝 = 𝑚𝑚�⃗�𝑣 = 𝑚𝑚0𝛾𝛾�⃗�𝑣
したがって 𝑓𝑓 = 𝑞𝑞𝐸𝐸 + 𝑞𝑞�⃗�𝑣 × 𝐵𝐵

𝐹𝐹𝜇𝜇𝜇𝜇 =

0 𝐸𝐸𝑥𝑥 𝐸𝐸𝑦𝑦 𝐸𝐸𝑧𝑧
−𝐸𝐸𝑥𝑥 0 −𝐵𝐵𝑧𝑧 𝐵𝐵𝑦𝑦
−𝐸𝐸𝑦𝑦 𝐵𝐵𝑧𝑧 0 −𝐵𝐵𝑥𝑥
−𝐸𝐸𝑧𝑧 −𝐵𝐵𝑦𝑦 𝐵𝐵𝑥𝑥 0



Lorentz 力(𝐴𝐴𝜇𝜇𝑗𝑗𝜇𝜇 から導出)

𝑢𝑢𝜇𝜇 =
𝑑𝑑𝑥𝑥𝜇𝜇

𝑑𝑑𝑑𝑑

Lagrangian density: ℒ = 𝒦𝒦 − 𝐴𝐴𝜇𝜇𝑗𝑗𝜇𝜇

𝑗𝑗𝜇𝜇 = 𝑞𝑞𝑢𝑢𝜇𝜇𝒦𝒦: 運動エネルギー項

𝑞𝑞: charge density in rest frame

𝜕𝜕ℒ
𝜕𝜕𝑥𝑥𝜇𝜇

−
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜕𝜕ℒ
𝜕𝜕 𝑑𝑑𝑥𝑥𝜇𝜇/𝑑𝑑𝑑𝑑

=
𝜕𝜕ℒ
𝜕𝜕𝑥𝑥𝜇𝜇

−
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜕𝜕ℒ
𝜕𝜕𝑢𝑢𝜇𝜇

= 0E-L eqn. 

Lagrangian density ℒ を𝑥𝑥𝜇𝜇 ,𝑑𝑑𝑥𝑥𝜇𝜇/𝑑𝑑𝑑𝑑 の関数として

𝒦𝒦 = −𝜌𝜌
𝑑𝑑𝑥𝑥𝜇𝜇

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑥𝑥𝜇𝜇
𝑑𝑑𝑑𝑑

= −𝜌𝜌 𝑢𝑢𝜇𝜇𝑢𝑢𝜇𝜇
𝜌𝜌: mass density in rest frame

最後に 𝑢𝑢𝜇𝜇𝑢𝑢𝜇𝜇 = 1 を使った。−
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜕𝜕𝒦𝒦
𝜕𝜕𝑢𝑢𝜇𝜇

= 𝜌𝜌
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑢𝑢𝜇𝜇
𝑢𝑢𝜇𝜇𝑢𝑢𝜇𝜇

= 𝜌𝜌
𝑑𝑑𝑢𝑢𝜇𝜇
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑓𝑓𝜇𝜇

𝐴𝐴𝜇𝜇は𝑥𝑥𝜇𝜇のみの関数。 𝑗𝑗𝜇𝜇は𝑑𝑑𝑥𝑥𝜇𝜇/𝑑𝑑𝑑𝑑 の関数。
電磁場中を運動する荷電粒子の集団を考える。

𝑢𝑢𝜇𝜇𝑢𝑢𝜇𝜇 = 1 はここでは使わない。



Lorentz 力(𝐴𝐴𝜇𝜇𝑗𝑗𝜇𝜇 から導出)

よって 𝑓𝑓𝜇𝜇 = 𝜕𝜕𝜇𝜇𝐴𝐴𝜇𝜇 − 𝜕𝜕𝜇𝜇𝐴𝐴𝜇𝜇 𝑗𝑗𝜇𝜇 = 𝐹𝐹𝜇𝜇𝜇𝜇𝑗𝑗𝜇𝜇 を得る．

𝑑𝑑𝐴𝐴𝜇𝜇 =
𝜕𝜕𝐴𝐴𝜇𝜇
𝜕𝜕𝑥𝑥𝜇𝜇

𝑑𝑑𝑥𝑥𝜇𝜇ところで なので
𝑑𝑑𝐴𝐴𝜇𝜇
𝑑𝑑𝑑𝑑

=
𝜕𝜕𝐴𝐴𝜇𝜇
𝜕𝜕𝑥𝑥𝜇𝜇

𝑢𝑢𝜇𝜇

𝜕𝜕ℒ
𝜕𝜕𝑥𝑥𝜇𝜇

−
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜕𝜕ℒ
𝜕𝜕𝑢𝑢𝜇𝜇

= 𝑓𝑓𝜇𝜇 + 𝑞𝑞
𝑑𝑑𝐴𝐴𝜇𝜇
𝑑𝑑𝑑𝑑

− 𝜕𝜕𝜇𝜇𝐴𝐴𝜇𝜇 𝑗𝑗𝜇𝜇 = 𝑓𝑓𝜇𝜇 + 𝑞𝑞
𝜕𝜕𝐴𝐴𝜇𝜇
𝜕𝜕𝑥𝑥𝜇𝜇

𝑢𝑢𝜇𝜇 − 𝜕𝜕𝜇𝜇𝐴𝐴𝜇𝜇 𝑗𝑗𝜇𝜇

ℒ = 𝒦𝒦 − 𝐴𝐴𝜇𝜇𝑗𝑗𝜇𝜇 = 𝒦𝒦 − 𝑞𝑞𝐴𝐴𝜇𝜇𝑢𝑢𝜇𝜇

= 𝑓𝑓𝜇𝜇 + 𝜕𝜕𝜇𝜇𝐴𝐴𝜇𝜇 𝑗𝑗𝜇𝜇 − 𝜕𝜕𝜇𝜇𝐴𝐴𝜇𝜇 𝑗𝑗𝜇𝜇 = 0

𝑗𝑗𝜇𝜇𝐴𝐴𝜇𝜇 という荷電粒子カレントと電磁ポテンシャルの相互作用項は，𝜕𝜕𝜇𝜇𝐹𝐹𝜇𝜇𝜇𝜇 = 𝑗𝑗𝜇𝜇
として電磁場を作る源(Source) であるのと同時に，𝑓𝑓𝜇𝜇 = 𝐹𝐹𝜇𝜇𝜇𝜇𝑗𝑗𝜇𝜇 として荷電粒子

に働く力(Force)でもある．



電磁相互作用：電磁場とカレント

𝑒𝑒−

𝑒𝑒−

𝑒𝑒−

𝑒𝑒−

𝑒𝑒
𝑒𝑒 γ

素粒子の観点でも，荷電粒子の作るカレント（ 𝑗𝑗𝜇𝜇 ）が
フォトン（電磁場𝐴𝐴𝜇𝜇を量子化した粒子）の源(source)

であり，同時に荷電粒子のカレントに働く力(force)で
ある．

𝑗𝑗𝜇𝜇𝐴𝐴𝜇𝜇 が荷電粒子カレントとフォトンの結合を記述する

ラグラジアンの項になっている．
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