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SU(2)回転群

つまり３実数パラメータで記述される

SU(2)回転群： ２次の特殊ユニタリ群 (特殊の意味は，行列式が１)
SU(2)に属する行列 𝑢𝑢 を 𝑢𝑢† = 𝑢𝑢−1, det𝑢𝑢 = 1 とする．

𝛼𝛼𝛼𝛼 − 𝛽𝛽𝛽𝛽 = 1𝑢𝑢 = 𝛼𝛼 𝛽𝛽
𝛽𝛽 𝛼𝛼

𝛽𝛽 = −𝛽𝛽∗𝑢𝑢† = 𝛼𝛼∗ 𝛽𝛽∗
𝛽𝛽∗ 𝛼𝛼∗ = 𝛼𝛼 −𝛽𝛽

−𝛽𝛽 𝛼𝛼 𝛼𝛼∗ = 𝛼𝛼

ゆえに

𝛼𝛼𝛼𝛼∗ + 𝛽𝛽𝛽𝛽∗ = 1 , 但し 𝛼𝛼,𝛽𝛽 ∈ ℂ𝑢𝑢 = 𝛼𝛼 𝛽𝛽
−𝛽𝛽∗ 𝛼𝛼∗



SU(2)回転群

今 𝐴𝐴 = 𝑒𝑒𝐵𝐵，det𝐴𝐴 = 1 とする。適当なユニタリー行列 𝑈𝑈 を選べば

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈† = Λ ≡ diag(𝜆𝜆1,⋯ , 𝜆𝜆𝑛𝑛) と対角化できるから，

ところで Tr(𝑋𝑋𝑋𝑋) = Tr(𝑋𝑋𝑋𝑋) なので，Tr𝑈𝑈 = Tr 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈† = 𝜆𝜆1 + ⋯+ 𝜆𝜆𝑛𝑛 = 0

𝑈𝑈𝐴𝐴𝑈𝑈† = 𝑈𝑈𝑒𝑒𝐵𝐵𝑈𝑈† = 𝑈𝑈 1 + 𝑈𝑈 +
1
2!
𝑈𝑈2 + ⋯ 𝑈𝑈† = 1 + 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈† +

1
2!

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈† 2 + ⋯

= 𝑒𝑒𝑈𝑈𝐵𝐵𝑈𝑈† = 𝑒𝑒Λ = diag 𝑒𝑒𝜆𝜆1 ,⋯ , 𝑒𝑒𝜆𝜆𝑛𝑛

したがって，det (𝑈𝑈𝐴𝐴𝑈𝑈†) = 𝑒𝑒𝜆𝜆1 ⋯𝑒𝑒𝜆𝜆𝑛𝑛 = 𝑒𝑒𝜆𝜆1+⋯+𝜆𝜆𝑛𝑛

一般に det 𝑋𝑋𝑋𝑋 = det𝑋𝑋 ⋅ det𝑋𝑋 なので，det 𝑈𝑈𝐴𝐴𝑈𝑈† = det𝐴𝐴 = 𝑒𝑒𝜆𝜆1+⋯+𝜆𝜆𝑛𝑛 = 1

ゆえに 𝜆𝜆1 + ⋯+ 𝜆𝜆𝑛𝑛 = 0

結論：det𝐴𝐴 = 1 なら Tr𝑈𝑈 = 0



SU(2)回転群

SU(2)に属する行列 𝑢𝑢 について 𝑢𝑢 ≡ 𝑒𝑒𝑖𝑖𝜎𝜎 となる 𝜎𝜎 を定義

𝑢𝑢 (𝜎𝜎) は，3つの実数パラメータ (𝜃𝜃1,2,3) で記述される

𝑢𝑢† = 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝜎𝜎† = 𝑢𝑢−1 = 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝜎𝜎

したがって 𝜎𝜎† = 𝜎𝜎 , つまり 𝜎𝜎 は Hermitian かつ，前ページより Tr 𝜎𝜎 = 0

𝜎𝜎 = 𝜃𝜃3 𝜃𝜃1 − 𝑖𝑖 𝜃𝜃2
𝜃𝜃1 + 𝑖𝑖 𝜃𝜃2 −𝜃𝜃3

= 𝜃𝜃1
0 1
1 0 + 𝜃𝜃2

0 −𝑖𝑖
𝑖𝑖 0 + 𝜃𝜃3

1 0
0 −1 = 𝜃𝜃𝑖𝑖𝜎𝜎𝑖𝑖

𝜃𝜃1,2,3 ∈ ℝ を定義して，

𝜎𝜎𝑖𝑖 ：パウリ行列

𝜎𝜎3 = 1 0
0 −1𝜎𝜎2 = 0 −𝑖𝑖

𝑖𝑖 0𝜎𝜎1 = 0 1
1 0

𝜎𝜎𝑖𝑖 ,𝜎𝜎𝑗𝑗 = 𝜎𝜎𝑖𝑖𝜎𝜎𝑗𝑗 + 𝜎𝜎𝑗𝑗𝜎𝜎𝑖𝑖 = 2𝛼𝛼𝑖𝑖𝑗𝑗𝜎𝜎𝑖𝑖 ,𝜎𝜎𝑗𝑗 = 𝜎𝜎𝑖𝑖𝜎𝜎𝑗𝑗 − 𝜎𝜎𝑗𝑗𝜎𝜎𝑖𝑖 = 2𝑖𝑖𝜖𝜖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑖𝑖𝜎𝜎𝑖𝑖

∑𝑖𝑖 𝜃𝜃𝑖𝑖𝜎𝜎𝑖𝑖



スピノル(Spinor)

𝑢𝑢3(𝜁𝜁) = 𝑒𝑒−
𝑖𝑖
2𝜁𝜁 0

0 𝑒𝑒
𝑖𝑖
2𝜁𝜁

SU(2)回転群が作用する複素ベクトル空間の元：２成分Spinor

𝜉𝜉, 𝜂𝜂 ∈ ℂ𝜙𝜙 = 𝜉𝜉
𝜂𝜂

これは，SU(2)変換(回転)で大きさ不変： 𝜙𝜙 → 𝜙𝜙′ = 𝑢𝑢𝜙𝜙

𝜙𝜙′†𝜙𝜙′ = 𝜙𝜙†𝑢𝑢†𝑢𝑢𝜙𝜙 = 𝜙𝜙†𝜙𝜙

𝑢𝑢 のもつ3つの自由度は，3つの軸まわりの回転を表している。

𝑖𝑖 = 1,2,3𝑢𝑢(𝜃𝜃𝑖𝑖) = exp(−𝑖𝑖𝜃𝜃𝑖𝑖𝜎𝜎𝑖𝑖/2)

𝑢𝑢2(𝜂𝜂) =
cos

𝜂𝜂
2

−sin
𝜂𝜂
2

sin
𝜂𝜂
2

cos
𝜂𝜂
2

𝑢𝑢1(𝜉𝜉) =
cos

𝜉𝜉
2

−𝑖𝑖sin
𝜉𝜉
2

−𝑖𝑖sin
𝜉𝜉
2

cos
𝜉𝜉
2



スピノル(Spinor)
２成分spinor は，４つの実パラメータを持つ：𝜌𝜌，𝛼𝛼，𝜑𝜑， 𝜃𝜃

1

2

3

𝜃𝜃

𝜑𝜑
は(𝜃𝜃,𝜑𝜑)を向くspinorである。

𝜙𝜙 = 𝜌𝜌𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖/2
𝑒𝑒−𝑖𝑖

𝜑𝜑
2cos

𝜃𝜃
2

𝑒𝑒𝑖𝑖
𝜑𝜑
2sin

𝜃𝜃
2

4実パラメータのうち大きさと全体の位相を除くと2実パラメータの自由度(𝜃𝜃, 𝜑𝜑)

𝑒𝑒−𝑖𝑖
𝜑𝜑
2cos

𝜃𝜃
2

𝑒𝑒𝑖𝑖
𝜑𝜑
2sin

𝜃𝜃
2

= 𝑒𝑒−𝑖𝑖
𝜑𝜑
2 0

0 𝑒𝑒𝑖𝑖
𝜑𝜑
2

cos
𝜃𝜃
2

−sin
𝜃𝜃
2

sin
𝜃𝜃
2

cos
𝜃𝜃
2

1
0 = 𝑢𝑢3 𝜑𝜑 𝑢𝑢2(𝜃𝜃) 1

0

1
0 を3-軸の正方向を向くspinorと定義すると，

𝑒𝑒−𝑖𝑖
𝜑𝜑
2cos

𝜃𝜃
2

𝑒𝑒𝑖𝑖
𝜑𝜑
2sin

𝜃𝜃
2



スピノル(Spinor)

𝜑𝜑 = 4𝜋𝜋回転で元に戻る。

spinorはvector(1階tensor)とは異なる(1/2階tensorと言われることもある)

2成分spinor [SU(2)] ≅ 3次元ベクトル [SO(3)]

𝜎𝜎𝑖𝑖はパウリ行列

但し，𝜑𝜑 = 2𝜋𝜋回転すると
𝑒𝑒−𝑖𝑖𝜋𝜋cos 𝜃𝜃

2

𝑒𝑒𝑖𝑖𝜋𝜋sin 𝜃𝜃
2

= −
cos 𝜃𝜃

2

sin 𝜃𝜃
2

と符号を変える。

スピン1/2の演算子の性質をもつ。

𝜙𝜙 = 𝜌𝜌𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖/2
𝑒𝑒−𝑖𝑖

𝜑𝜑
2cos

𝜃𝜃
2

𝑒𝑒𝑖𝑖
𝜑𝜑
2sin

𝜃𝜃
2

𝜙𝜙†𝜎𝜎𝑖𝑖𝜙𝜙 = 𝜌𝜌
sin𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜑𝜑
sin𝜃𝜃𝜃in𝜑𝜑
𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃

𝑆𝑆𝑖𝑖 ≡
1
2
𝜎𝜎𝑖𝑖 をスピン演算子として定義すると

𝑆𝑆2 = 𝑆𝑆12 + 𝑆𝑆22 + 𝑆𝑆32 = ⁄3 4 0
0 ⁄3 4 =

1
2

× 1 +
1
2[𝑆𝑆𝑖𝑖 , 𝑆𝑆𝑗𝑗] = 𝑖𝑖𝜀𝜀𝑖𝑖𝑗𝑗𝑖𝑖𝑆𝑆𝑖𝑖



逆を向くspinor（反粒子のspinor）

𝜃𝜃,𝜑𝜑を向く spinor 𝜙𝜙 =
𝑒𝑒−𝑖𝑖𝜑𝜑/2cos 𝜃𝜃

2

𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑/2sin 𝜃𝜃
2

の向きを反転：𝜃𝜃 → 𝜋𝜋 − 𝜃𝜃，𝜑𝜑 → 𝜑𝜑 + 𝜋𝜋

→
𝑒𝑒−𝑖𝑖 𝜑𝜑+𝜋𝜋 /2 cos

𝜋𝜋 − 𝜃𝜃
2

𝑒𝑒𝑖𝑖 𝜑𝜑+𝜋𝜋 /2 sin
𝜋𝜋 − 𝜃𝜃

2

=
−𝑖𝑖 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝜑𝜑/2sin

𝜃𝜃
2

𝑖𝑖 𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑/2cos
𝜃𝜃
2

𝜃𝜃 = 𝜑𝜑 = 0の
とき実数と
なるように

𝜙𝜙′ = 𝑢𝑢𝜙𝜙というSU(2)変換に対して𝜙𝜙∗は， 𝜙𝜙′ ∗ = 𝑢𝑢∗𝜙𝜙∗となり同じ変換には従わない
が，−𝑖𝑖𝜎𝜎2𝜙𝜙∗は𝜙𝜙と同じ変換性を示す．実は， −𝑖𝑖𝜎𝜎2𝜙𝜙∗は 𝜙𝜙と同じ向きの反粒子のスピ

ンに対応する(Dirac方程式の荷電共役変換のところでもう一度…)．

× −𝑖𝑖

−𝑒𝑒−𝑖𝑖𝜑𝜑/2sin
𝜃𝜃
2

𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑/2cos
𝜃𝜃
2

= 0 −1
1 0

𝑒𝑒−𝑖𝑖𝜑𝜑/2cos
𝜃𝜃
2

𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑/2sin
𝜃𝜃
2

∗

= −𝑖𝑖𝜎𝜎2𝜙𝜙∗



SU(2)変換，2成分spinor まとめ

𝜙𝜙↑(𝜃𝜃,𝜑𝜑) =
𝑒𝑒−𝑖𝑖𝜑𝜑/2cos

𝜃𝜃
2

𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑/2sin
𝜃𝜃
2

SU(2)回転群の生成子(Pauli 行列)

𝜙𝜙↓(𝜃𝜃,𝜑𝜑) =
−𝑒𝑒−𝑖𝑖𝜑𝜑/2sin

𝜃𝜃
2

𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑/2cos
𝜃𝜃
2

𝑆𝑆 𝜃𝜃,𝜑𝜑 ≡ �̂�𝑟 ⋅ �⃗�𝜎/2 = (𝜃in𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜑𝜑𝜎𝜎1 + 𝜃in𝜃𝜃𝜃in𝜑𝜑𝜎𝜎2/2 + 𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜎𝜎3)/2 : (𝜃𝜃,𝜑𝜑)方向の spin 演算子

𝑆𝑆 𝜃𝜃,𝜑𝜑 𝜙𝜙↓ 𝜃𝜃,𝜑𝜑 = −
1
2
𝜙𝜙↓(𝜃𝜃,𝜑𝜑)𝑆𝑆 𝜃𝜃,𝜑𝜑 𝜙𝜙↑(𝜃𝜃,𝜑𝜑) = +

1
2
𝜙𝜙↑(𝜃𝜃,𝜑𝜑)

反粒子の場合

𝜒𝜒↑(𝜃𝜃,𝜑𝜑) = −𝑖𝑖𝜎𝜎2𝜙𝜙↑
∗ =

−𝑒𝑒−𝑖𝑖𝜑𝜑/2sin
𝜃𝜃
2

𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑/2cos
𝜃𝜃
2

𝜒𝜒↓ 𝜃𝜃,𝜑𝜑 = −𝑖𝑖𝜎𝜎2𝜙𝜙↓
∗ =

−𝑒𝑒−𝑖𝑖𝜑𝜑/2cos
𝜃𝜃
2

−𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑/2sin
𝜃𝜃
2

�⃗�𝜎 ≡ 𝜎𝜎1,𝜎𝜎2,𝜎𝜎3 �̂�𝑟 𝜃𝜃,𝜑𝜑 ≡ 𝜃in𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜑𝜑, 𝜃in𝜃𝜃𝜃in𝜑𝜑, 𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃

𝜎𝜎𝑖𝑖 ,𝜎𝜎𝑗𝑗 = 2𝑖𝑖𝜖𝜖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑖𝑖𝜎𝜎𝑖𝑖

𝜎𝜎𝑖𝑖 ,𝜎𝜎𝑗𝑗 = 2𝛼𝛼𝑖𝑖𝑗𝑗

2成分spinor は，大きさ1/2のスピン状態を記述する

但し

𝜎𝜎1 = 0 1
1 0 𝜎𝜎3 = 1 0

0 −1𝜎𝜎2 = 0 −𝑖𝑖
𝑖𝑖 0

spinor のオススメ参考文献：aXiv:1312.3824 https://arxiv.org/abs/1312.3824

https://arxiv.org/abs/1312.3824
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