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摂動論：時間発展演算子
ハミルトニアン 𝐻𝐻0の固有状態|𝑛𝑛⟩，エネルギー固有値 𝐸𝐸𝑛𝑛，および時間発展演算子

𝐻𝐻0 𝑛𝑛 = 𝑖𝑖
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑛𝑛

𝜓𝜓, 𝜕𝜕 = 𝑈𝑈(𝜕𝜕, 𝜕𝜕0)|𝜓𝜓, 𝜕𝜕0⟩

|𝑛𝑛, 𝜕𝜕⟩ = 𝑈𝑈0 𝜕𝜕, 𝜕𝜕0 𝑛𝑛, 𝜕𝜕0 = 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝐸𝐸𝑛𝑛 𝑡𝑡−𝑡𝑡0 𝑛𝑛, 𝜕𝜕0

摂動ポテンシャル 𝑉𝑉 が与えられた場合の時間発展𝑈𝑈(𝜕𝜕, 𝜕𝜕0)を考える。

𝐻𝐻0 + 𝑉𝑉 𝜓𝜓 = 𝑖𝑖
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜓𝜓

𝑈𝑈 𝜕𝜕, 𝜕𝜕0 についての積分方程式

𝑈𝑈 𝜕𝜕, 𝜕𝜕0 = 𝑈𝑈0 𝜕𝜕, 𝜕𝜕0 − 𝑖𝑖 �
𝑡𝑡0

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝜕𝜕′𝑈𝑈0 𝜕𝜕, 𝜕𝜕′ 𝑉𝑉 𝜕𝜕′ 𝑈𝑈 𝜕𝜕′, 𝜕𝜕0

逐次展開 𝑈𝑈 𝜕𝜕, 𝜕𝜕0 = 𝑈𝑈0 𝜕𝜕, 𝜕𝜕0 + 𝑈𝑈 1 𝜕𝜕, 𝜕𝜕0 + 𝑈𝑈 2 𝜕𝜕, 𝜕𝜕0 + ⋯



摂動論：時間順序積

𝑈𝑈 1 𝜕𝜕, 𝜕𝜕0 = −𝑖𝑖 �
𝑡𝑡0

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝜕𝜕′𝑈𝑈0 𝜕𝜕, 𝜕𝜕′ 𝑉𝑉 𝜕𝜕′ 𝑈𝑈0 𝜕𝜕′, 𝜕𝜕0

𝑈𝑈 2 𝜕𝜕, 𝜕𝜕0 = −𝑖𝑖 2 �
𝑡𝑡0

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝜕𝜕𝑑 �

𝑡𝑡0

𝑡𝑡′

𝑑𝑑𝜕𝜕′′ 𝑈𝑈0(𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝑑)𝑉𝑉 𝜕𝜕′ 𝑈𝑈0 𝜕𝜕′, 𝜕𝜕′′ 𝑉𝑉 𝜕𝜕′′ 𝑈𝑈0 𝜕𝜕′′, 𝜕𝜕0

𝜕𝜕0 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑

𝜕𝜕𝑑𝑑
𝜕𝜕0 < 𝜕𝜕′ < 𝜕𝜕, 𝜕𝜕0 < 𝜕𝜕𝑑𝑑 < 𝜕𝜕𝑑 → 𝜕𝜕0 < 𝜕𝜕𝑑𝑑 < 𝜕𝜕，𝜕𝜕𝑑𝑑 < 𝜕𝜕𝑑 < 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑑 ↔ 𝜕𝜕𝑑𝑑

積分順序の入れ換え

積分変数入れ換え

= −𝑖𝑖 2 �
𝑡𝑡0

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝜕𝜕′ �

𝑡𝑡′

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝜕𝜕′′ 𝑈𝑈0 𝜕𝜕, 𝜕𝜕′′ 𝑉𝑉 𝜕𝜕′′ 𝑈𝑈0 𝜕𝜕′′, 𝜕𝜕′ 𝑉𝑉 𝜕𝜕′ 𝑈𝑈 𝜕𝜕′, 𝜕𝜕0

=
−𝑖𝑖 2

2
�

𝑡𝑡0

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝜕𝜕′ �

𝑡𝑡0

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝜕𝜕′′𝒯𝒯 𝑈𝑈0 𝜕𝜕, 𝜕𝜕′ 𝑉𝑉 𝜕𝜕′ 𝑈𝑈0 𝜕𝜕′, 𝜕𝜕′′ 𝑉𝑉 𝜕𝜕′′ 𝑈𝑈 𝜕𝜕′′, 𝜕𝜕0

𝒯𝒯 は，time-ordering product (時間順序積 𝜕𝜕𝑑 < 𝜕𝜕𝑑𝑑 なら 𝜕𝜕𝑑 ↔ 𝜕𝜕𝑑𝑑)



摂動論：S行列

𝑆𝑆 ≡ 𝑈𝑈(∞, −∞) = 𝑈𝑈0 ∞ 𝒯𝒯 exp 𝑖𝑖 �𝑑𝑑4𝑥𝑥′𝑈𝑈0
† 𝜕𝜕′ ℒint 𝑥𝑥′ 𝑈𝑈0 𝜕𝜕′ 𝑈𝑈0

† −∞

適当な時刻を基準に (例えば𝜕𝜕 = 0を基準とするが実際は何でもよい)

𝑈𝑈0(𝜕𝜕) ≡ 𝑈𝑈0(𝜕𝜕, 0) = 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝐻𝐻0𝑡𝑡

を定義すると，𝑈𝑈0 𝜕𝜕1, 𝜕𝜕2 ≡ 𝑈𝑈0 𝜕𝜕1 𝑈𝑈0
† 𝜕𝜕2 等と書ける。すると

= 𝑈𝑈0(𝜕𝜕)𝒯𝒯 exp −𝑖𝑖 �
𝑡𝑡0

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝜕𝜕′𝑈𝑈0

† 𝜕𝜕′ 𝑉𝑉 𝜕𝜕′ 𝑈𝑈0 𝜕𝜕′ 𝑈𝑈0
† 𝜕𝜕0

𝑈𝑈 𝜕𝜕, 𝜕𝜕0 = 𝑈𝑈0 𝜕𝜕, 𝜕𝜕0 + 𝑈𝑈 1 𝜕𝜕, 𝜕𝜕0 + 𝑈𝑈 2 𝜕𝜕, 𝜕𝜕0 + ⋯

𝑉𝑉 𝜕𝜕′ = − �𝑑𝑑3𝑥𝑥′ℒint 𝑥𝑥′ を代入して

散乱行列 (S-matrix)は，以下のように定義される(無次元量)



散乱行列要素

𝑛𝑛 ≡ 𝑛𝑛, 0 = 𝑈𝑈 0, 𝜕𝜕 𝑛𝑛, 𝜕𝜕 = 𝑈𝑈0
† 𝜕𝜕 𝑛𝑛, 𝜕𝜕 = 𝑒𝑒𝑖𝑖𝐸𝐸𝑛𝑛𝑡𝑡 𝑛𝑛, 𝜕𝜕

𝑇𝑇𝑓𝑓𝑖𝑖 ≡ 𝑓𝑓, ∞ 𝑆𝑆 𝑖𝑖, −∞ = 𝑓𝑓 𝒯𝒯 exp 𝑖𝑖 �𝑑𝑑4𝑥𝑥′𝑈𝑈0
† 𝜕𝜕′ ℒint 𝑥𝑥′ 𝑈𝑈0 𝜕𝜕′ 𝑖𝑖

※ 時刻指定なしの状態notation

≡ − 𝑖𝑖 2𝜋𝜋 4𝛿𝛿4 𝑝𝑝𝑓𝑓 − 𝑝𝑝𝑖𝑖 ℳ𝑓𝑓𝑖𝑖
1

𝑇𝑇𝑓𝑓𝑖𝑖
0 = 𝑓𝑓  𝑖𝑖 = 𝛿𝛿𝑓𝑓𝑖𝑖

𝑇𝑇𝑓𝑓𝑖𝑖
1 = 𝑓𝑓 𝑖𝑖 �𝑑𝑑4𝑥𝑥′𝑈𝑈0

† 𝜕𝜕′ ℒint 𝑥𝑥′ 𝑈𝑈0 𝜕𝜕′ 𝑖𝑖 = 𝑖𝑖 �𝑑𝑑4𝑥𝑥′ 𝑓𝑓, 𝜕𝜕′ ℒint 𝑥𝑥′ 𝑖𝑖, 𝜕𝜕′

ℳ𝑓𝑓𝑖𝑖：不変振幅



散乱行列要素（1次の摂動具体例：𝜕𝜕 → 𝑊𝑊+𝑏𝑏）

例: top quark の崩壊 𝜕𝜕(𝑝𝑝; 𝑠𝑠) → 𝑏𝑏(𝑞𝑞; 𝑟𝑟) + 𝑊𝑊+(𝑘𝑘; 𝜆𝜆) 𝑠𝑠, 𝑟𝑟, 𝜆𝜆 スピン状態

𝑊𝑊𝜇𝜇 𝑥𝑥 = �
𝑑𝑑3𝑘𝑘

2𝜋𝜋 32𝐸𝐸
�

𝜆𝜆

𝜀𝜀𝜇𝜇 𝑘𝑘; 𝜆𝜆 𝑎𝑎𝜆𝜆 𝑘𝑘 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝜀𝜀𝜇𝜇∗ 𝑘𝑘; 𝜆𝜆 𝑏𝑏𝜆𝜆
† 𝑘𝑘 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

偏極状態は， 𝜆𝜆 = +, −, 0 の3つ

𝐸𝐸 = 𝑚𝑚𝑊𝑊
2 + 𝑘𝑘2

(□ + 𝑚𝑚𝑊𝑊
2 )𝑊𝑊𝜇𝜇 = 0 ：質量があるとゲージは，𝜕𝜕𝜇𝜇𝑊𝑊𝜇𝜇 = 0 によって固定

自由 W ボゾン場

𝑊𝑊+の消滅演算子 𝑊𝑊−の生成演算子

initial state: 𝑖𝑖 = 𝑐𝑐𝑡𝑡
† 𝑝𝑝; 𝑠𝑠 0 ⊗ 0 𝑊𝑊

final state: 𝑓𝑓 = 𝑐𝑐𝑏𝑏
† 𝑞𝑞; 𝑟𝑟 0 ⊗ 𝑎𝑎𝑊𝑊

† 𝑘𝑘; 𝜆𝜆 0 𝑊𝑊

𝜕𝜕(𝑝𝑝; 𝑠𝑠)

𝑏𝑏(𝑞𝑞; 𝑟𝑟) 𝑊𝑊+(𝑘𝑘; 𝜆𝜆)

𝑝𝑝 = 𝑞𝑞 + 𝑘𝑘



散乱行列要素（1次の摂動具体例：𝜕𝜕 → 𝑊𝑊+𝑏𝑏）

消えずに残る項の位相 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 を除いた spinor や偏極ベクトルの分が ℳ𝑓𝑓𝑖𝑖
位相部分は，最終的には 2𝜋𝜋 4𝛿𝛿4 𝑝𝑝𝑓𝑓 − 𝑝𝑝𝑖𝑖 となってエネルギー運動量保存となる．

ℒint = −
𝑔𝑔
2

𝐽𝐽𝜇𝜇𝑊𝑊𝜇𝜇
† = −

𝑔𝑔
2

𝑈𝑈𝑡𝑡𝑏𝑏
∗ �𝑏𝑏𝛾𝛾𝜇𝜇𝑃𝑃𝐿𝐿𝜕𝜕 𝑊𝑊𝜇𝜇

†

⇒

𝑇𝑇𝑓𝑓𝑖𝑖
1 = −𝑖𝑖

𝑔𝑔
2

𝑈𝑈𝑡𝑡𝑏𝑏
∗ �𝑑𝑑4𝑥𝑥′ �𝑢𝑢𝑏𝑏 𝑞𝑞, 𝑟𝑟 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖′𝛾𝛾𝜇𝜇𝑃𝑃𝐿𝐿𝑢𝑢𝑡𝑡 𝑝𝑝, 𝑠𝑠 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖′𝜀𝜀𝜇𝜇

∗ 𝑘𝑘, 𝜆𝜆 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖′

= −𝑖𝑖 2𝜋𝜋 4𝛿𝛿4 𝑞𝑞 + 𝑘𝑘 − 𝑝𝑝
𝑔𝑔
2

𝑈𝑈𝑡𝑡𝑏𝑏
∗ �𝑢𝑢𝑏𝑏 𝑞𝑞, 𝑟𝑟 𝛾𝛾𝜇𝜇𝑃𝑃𝐿𝐿𝑢𝑢𝑡𝑡 𝑝𝑝, 𝑠𝑠 𝜀𝜀𝜇𝜇

∗ 𝑘𝑘, 𝜆𝜆

−𝑖𝑖ℳ𝑓𝑓𝑖𝑖
1 = 𝑈𝑈𝑡𝑡𝑏𝑏

∗ �𝑢𝑢𝑏𝑏 𝑞𝑞, 𝑟𝑟 −𝑖𝑖
𝑔𝑔
2

𝛾𝛾𝜇𝜇𝑃𝑃𝐿𝐿 𝑢𝑢𝑡𝑡 𝑝𝑝, 𝑠𝑠 𝜀𝜀𝜇𝜇
∗ 𝑘𝑘, 𝜆𝜆

𝑏𝑏 を質量固有状態の b-quark の場とすると
flavor 固有状態は，𝑈𝑈𝑡𝑡𝑏𝑏が掛かる

𝑓𝑓, 𝜕𝜕′ ℒint 𝑥𝑥′ 𝑖𝑖, 𝜕𝜕𝑑 0, 𝜕𝜕′ 𝑐𝑐𝑏𝑏 𝑞𝑞 �𝑏𝑏𝛾𝛾𝜇𝜇𝑃𝑃𝐿𝐿𝜕𝜕 𝑐𝑐𝑡𝑡
† 𝑝𝑝 0, 𝜕𝜕𝑑 ⊗ 0, 𝜕𝜕′ 𝑎𝑎𝑊𝑊 𝑘𝑘 𝑊𝑊𝜇𝜇

† 0, 𝜕𝜕𝑑

⟨0| ，|0⟩ で挟んで消えずに残るのは，𝑐𝑐 𝑝𝑝 𝑐𝑐† 𝑝𝑝 の順番になる項だけ

0 𝑐𝑐 𝑝𝑝 𝑐𝑐† 𝑝𝑝 0 = 0 2𝐸𝐸𝛿𝛿3(0) − 𝑐𝑐† 𝑝𝑝 𝑐𝑐 𝑝𝑝 0 = 2𝐸𝐸𝛿𝛿3(0)



散乱行列要素（2次の摂動）

≡ −𝑖𝑖 2𝜋𝜋 4𝛿𝛿4 𝑝𝑝𝑓𝑓 − 𝑝𝑝𝑖𝑖 ℳ𝑓𝑓𝑖𝑖
2

𝑇𝑇𝑓𝑓𝑖𝑖
2 =

𝑖𝑖2

2!
�𝑑𝑑4𝑥𝑥′ �𝑑𝑑4𝑥𝑥′′ 𝒯𝒯 𝑓𝑓, 𝜕𝜕′ ℒint 𝑥𝑥′ 𝑈𝑈0 𝜕𝜕′ 𝑈𝑈0

† 𝜕𝜕′′ ℒint 𝑥𝑥′′ 𝑖𝑖, 𝜕𝜕′′

=
𝑖𝑖2

2!
�𝑑𝑑4𝑥𝑥′ �𝑑𝑑4𝑥𝑥′′ �

𝑛𝑛

𝒯𝒯 𝑓𝑓, 𝜕𝜕′ ℒint 𝑥𝑥′ 𝑛𝑛, 𝜕𝜕′ 𝑛𝑛, 𝜕𝜕′′ ℒint 𝑥𝑥′′ 𝑖𝑖, 𝜕𝜕′′

中間状態には，可能なあらゆる運動量・スピン状態の物理的粒子（on-shell）を考える。

�
𝑛𝑛

|𝑛𝑛⟩⟨𝑛𝑛| = 1 を挿入

頂点で運動量・エネルギー保存を適用すると，中間状態の４元運動量は，実は on-shell 条件を満た
さない。これは「中間状態では，off-shell 粒子が飛ぶ」としばしば表現されるが，正確ではない。
「中間状態では系のエネルギーが（量子論的に）一時的に保存していなくてもよい」として，中間状
態の粒子は on-shell にある，という解釈がより正しい。



散乱行列要素（2次の摂動具体例： 𝜇𝜇− → 𝜈𝜈𝜇𝜇 + 𝑒𝑒− +�̅�𝜈𝑒𝑒）

例: muon decay 𝜇𝜇−(𝑝𝑝) → 𝜈𝜈𝜇𝜇 𝑝𝑝′ + 𝑒𝑒−(𝑞𝑞) +�̅�𝜈𝑒𝑒 𝑞𝑞′ スピン状態の index は略

𝜇𝜇(𝑝𝑝)

𝜈𝜈𝜇𝜇 𝑝𝑝′

�̅�𝜈𝑒𝑒 𝑞𝑞′

𝑒𝑒(𝑞𝑞)

𝑊𝑊−(𝑘𝑘)

ℒint = −
𝑔𝑔
2

𝐽𝐽𝜇𝜇†𝑊𝑊𝜇𝜇 + 𝐽𝐽𝜇𝜇𝑊𝑊𝜇𝜇
†

𝑘𝑘 = 𝑝𝑝 − 𝑝𝑝𝑑 = 𝑞𝑞 + 𝑞𝑞𝑑

initial state: 𝑐𝑐𝜇𝜇
† 𝑝𝑝 0

final state: 𝑐𝑐𝑒𝑒
† 𝑞𝑞 𝑑𝑑𝜈𝜈𝑒𝑒

† 𝑞𝑞′ 𝑐𝑐𝜈𝜈𝜇𝜇
† 𝑝𝑝′ 0

intermediate state: 𝑏𝑏† 𝑘𝑘 0 𝑊𝑊

𝐽𝐽𝜇𝜇 = �ℓ𝑗𝑗𝛾𝛾𝜇𝜇𝑃𝑃𝐿𝐿𝜈𝜈𝑗𝑗

𝑏𝑏† 𝑘𝑘 は𝑊𝑊−の生成演算子



散乱行列要素（2次の摂動具体例： 𝜇𝜇− → 𝜈𝜈𝜇𝜇 + 𝑒𝑒− +�̅�𝜈𝑒𝑒）

𝑓𝑓, 𝜕𝜕′ ℒint 𝑥𝑥′ 𝑛𝑛, 𝜕𝜕′ 𝑛𝑛, 𝜕𝜕′′ ℒint 𝑥𝑥′′ 𝑖𝑖, 𝜕𝜕′′

ℒint → �̅�𝜈𝑗𝑗𝛾𝛾𝜇𝜇𝑃𝑃𝐿𝐿ℓ𝑗𝑗𝑊𝑊𝜇𝜇 + �ℓ𝑗𝑗𝛾𝛾𝜇𝜇𝑃𝑃𝐿𝐿𝜈𝜈𝑗𝑗𝑊𝑊𝜇𝜇
† 𝑗𝑗 = 𝑒𝑒, 𝜇𝜇, 𝜏𝜏

𝜇𝜇−(𝑝𝑝) → 𝜈𝜈𝜇𝜇 𝑝𝑝′ + 𝑒𝑒−(𝑞𝑞) +�̅�𝜈𝑒𝑒 𝑞𝑞′

→ 0, 𝜕𝜕′ 𝑐𝑐 𝑞𝑞 𝑑𝑑 𝑞𝑞′ 𝑐𝑐 𝑝𝑝′ �̅�𝜈𝜇𝜇𝛾𝛾𝜇𝜇𝑃𝑃𝐿𝐿ℓ𝜇𝜇𝑊𝑊𝜇𝜇 𝑛𝑛, 𝜕𝜕𝑑 𝑛𝑛, 𝜕𝜕′′ �ℓ𝑒𝑒𝛾𝛾𝜈𝜈𝑃𝑃𝐿𝐿𝜈𝜈𝑒𝑒𝑊𝑊𝜈𝜈
†𝑐𝑐† 𝑝𝑝 0, 𝜕𝜕𝑑𝑑

𝑥𝑥𝑑 と 𝑥𝑥𝑑𝑑 を入れ替えた組み合わせのものも作れる。



散乱行列要素（ 𝜇𝜇− → 𝜈𝜈𝜇𝜇 + 𝑒𝑒− +�̅�𝜈𝑒𝑒 ）

× �
𝑛𝑛

𝒯𝒯 0 𝑊𝑊𝜇𝜇 𝑥𝑥 𝑛𝑛, 𝜕𝜕 𝑛𝑛, 𝜕𝜕′ 𝑊𝑊𝜈𝜈
† 𝑥𝑥′ 0

𝑇𝑇𝑓𝑓𝑖𝑖
2𝑎𝑎 =

𝑖𝑖2

2!
−

𝑔𝑔
2

2

�𝑑𝑑4𝑥𝑥 �𝑑𝑑4𝑥𝑥′ �𝑢𝑢 𝑝𝑝′ 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖′𝑖𝑖𝛾𝛾𝜇𝜇𝑃𝑃𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑝𝑝 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 �𝑢𝑢 𝑞𝑞 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖′𝛾𝛾𝜈𝜈𝑃𝑃𝐿𝐿𝑣𝑣 𝑞𝑞′ 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖′𝑖𝑖′

積分の中に出てくる中間状態の和の部分は，伝播関数(Propagator)と呼ばれ
以下のように計算される

𝑖𝑖𝐷𝐷𝐹𝐹 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥′ = �
𝜆𝜆

�
𝑑𝑑3𝑘𝑘

2𝜋𝜋 32𝐸𝐸
𝒯𝒯[⟨0|𝑊𝑊𝜇𝜇(𝑥𝑥)|𝑘𝑘, 𝜆𝜆⟩⟨𝑘𝑘, 𝜆𝜆|𝑊𝑊𝜈𝜈(𝑥𝑥𝑑)|0⟩]

= �
𝜆𝜆

�
𝑑𝑑3𝑘𝑘

2𝜋𝜋 32𝐸𝐸
𝒯𝒯 𝜀𝜀𝜇𝜇 𝑘𝑘, 𝜆𝜆 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝜀𝜀𝜈𝜈

∗ 𝑘𝑘, 𝜆𝜆 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖′

𝐸𝐸 = 𝑚𝑚𝑊𝑊
2 + 𝑘𝑘2

𝜆𝜆 = +, −, 0

𝑥𝑥 と 𝑥𝑥’ を入れ替えた組み合わせのものは，結局同じものになるので後で２倍する。

※ neutrino は質量固有状態として
観測されることは事実上ないので，
PMNS行列要素は不要



伝播関数（Propagator）

𝑖𝑖𝐷𝐷𝐹𝐹 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥′ = �
𝑑𝑑3𝑘𝑘

2𝜋𝜋 32𝐸𝐸
−𝑔𝑔𝜇𝜇𝜈𝜈 +

𝑘𝑘𝜇𝜇𝑘𝑘𝜈𝜈

𝑚𝑚𝑊𝑊
2 𝜃𝜃 𝜕𝜕 − 𝜕𝜕′ 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖−𝑖𝑖′ + 𝜃𝜃 𝜕𝜕′ − 𝜕𝜕 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖−𝑖𝑖′

�
𝜆𝜆=+,−,0

𝜀𝜀𝜇𝜇 𝑘𝑘, 𝜆𝜆 𝜀𝜀𝜈𝜈
∗ 𝑘𝑘, 𝜆𝜆 = −𝑔𝑔𝜇𝜇𝜈𝜈 + 𝑘𝑘𝜇𝜇𝑘𝑘𝜈𝜈/𝑚𝑚𝑊𝑊

2

=
1

2𝜋𝜋 4 � 𝑑𝑑4 𝑘𝑘 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖−𝑖𝑖′ 𝑖𝑖
𝑘𝑘2 − 𝑚𝑚𝑊𝑊

2 + 𝑖𝑖𝜀𝜀
−𝑔𝑔𝜇𝜇𝜈𝜈 +

𝑘𝑘𝜇𝜇𝑘𝑘𝜈𝜈

𝑚𝑚𝑊𝑊
2

偏極ベクトルの和の部分は，

T-Product の部分をあらわに書いて（ちょっと面倒な）計算をすると

これを元の散乱行列要素の計算に適用すると



散乱行列要素（ 𝜇𝜇− → 𝜈𝜈𝜇𝜇 + 𝑒𝑒− +�̅�𝜈𝑒𝑒 ）

×
1

2𝜋𝜋 4 � 𝑑𝑑4 𝑘𝑘 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖−𝑖𝑖′ 𝑖𝑖
𝑘𝑘2 − 𝑚𝑚𝑊𝑊

2 + 𝑖𝑖𝜀𝜀
−𝑔𝑔𝜇𝜇𝜈𝜈 +

𝑘𝑘𝜇𝜇𝑘𝑘𝜈𝜈

𝑚𝑚𝑊𝑊
2

𝑇𝑇𝑓𝑓𝑖𝑖
2𝑎𝑎 =

𝑖𝑖2

2!
−

𝑔𝑔
2

2

�𝑑𝑑4𝑥𝑥 �𝑑𝑑4𝑥𝑥′ �𝑢𝑢 𝑝𝑝′ 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖′𝑖𝑖𝛾𝛾𝜇𝜇𝑃𝑃𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑝𝑝 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 �𝑢𝑢 𝑞𝑞 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖′𝛾𝛾𝜈𝜈𝑃𝑃𝐿𝐿𝑣𝑣 𝑞𝑞′ 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖′𝑖𝑖′

× 𝑢𝑢 𝑝𝑝′ 𝛾𝛾𝜇𝜇𝑃𝑃𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑝𝑝
−𝑖𝑖 𝑔𝑔𝜇𝜇𝜈𝜈 − 𝑘𝑘𝜇𝜇𝑘𝑘𝜈𝜈/𝑚𝑚𝑊𝑊

2

𝑘𝑘2 − 𝑚𝑚𝑊𝑊
2 𝑢𝑢 𝑞𝑞 𝛾𝛾𝜈𝜈𝑃𝑃𝐿𝐿𝑣𝑣 𝑞𝑞′

=
1
2!

− 𝑖𝑖
𝑔𝑔
2

2 1
2𝜋𝜋 4 �𝑑𝑑4𝑘𝑘 �𝑑𝑑4𝑥𝑥 �𝑑𝑑4𝑥𝑥′ 𝑒𝑒𝑖𝑖 𝑖𝑖′−𝑖𝑖+𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑒𝑒𝑖𝑖 𝑖𝑖+𝑖𝑖′−𝑖𝑖 𝑖𝑖′

𝑘𝑘 = 𝑝𝑝 − 𝑝𝑝𝑑 = 𝑞𝑞 + 𝑞𝑞𝑑

∫ 𝑑𝑑4𝑥𝑥 ，∫ 𝑑𝑑4𝑥𝑥′ からそれぞれ 𝛿𝛿4(𝑝𝑝′ − 𝑝𝑝 + 𝑘𝑘)，𝛿𝛿4(𝑞𝑞 + 𝑞𝑞′ − 𝑘𝑘) が現れる



散乱行列要素（ 𝜇𝜇− → 𝜈𝜈𝜇𝜇 + 𝑒𝑒− +�̅�𝜈𝑒𝑒 ）

𝑇𝑇𝑓𝑓𝑖𝑖
2𝑎𝑎 =

1
2!

2𝜋𝜋 4𝛿𝛿4 𝑝𝑝′ + 𝑞𝑞 + 𝑞𝑞′ − 𝑝𝑝

× �𝑢𝑢 𝑝𝑝′ − 𝑖𝑖
𝑔𝑔
2

𝛾𝛾𝜇𝜇𝑃𝑃𝐿𝐿 𝑢𝑢 𝑝𝑝
−𝑖𝑖 𝑔𝑔𝜇𝜇𝜈𝜈 − 𝑘𝑘𝜇𝜇𝑘𝑘𝜈𝜈/𝑚𝑚𝑊𝑊

2

𝑘𝑘2 − 𝑚𝑚𝑊𝑊
2 �𝑢𝑢 𝑞𝑞 − 𝑖𝑖

𝑔𝑔
2

𝛾𝛾𝜈𝜈𝑃𝑃𝐿𝐿 𝑣𝑣 𝑞𝑞′

𝑥𝑥 と 𝑥𝑥’ を入れ替えた組み合わせのもので 2!は相殺

−𝑖𝑖ℳ𝑓𝑓𝑖𝑖
2 = �𝑢𝑢 𝑝𝑝′ − 𝑖𝑖

𝑔𝑔
2

𝛾𝛾𝜇𝜇𝑃𝑃𝐿𝐿 𝑢𝑢 𝑝𝑝
−𝑖𝑖 𝑔𝑔𝜇𝜇𝜈𝜈 − 𝑘𝑘𝜇𝜇𝑘𝑘𝜈𝜈/𝑚𝑚𝑊𝑊

2

𝑘𝑘2 − 𝑚𝑚𝑊𝑊
2 �𝑢𝑢 𝑞𝑞 − 𝑖𝑖

𝑔𝑔
2

𝛾𝛾𝜈𝜈𝑃𝑃𝐿𝐿 𝑣𝑣 𝑞𝑞′

最後に∫ 𝑑𝑑4𝑘𝑘 で積分すると， −𝑖𝑖 2𝜋𝜋 4𝛿𝛿4 𝑝𝑝𝑓𝑓 − 𝑝𝑝𝑖𝑖 ℳ𝑓𝑓𝑖𝑖
2

の形が出てくる

𝑘𝑘 = 𝑝𝑝 − 𝑝𝑝𝑑 = 𝑞𝑞 + 𝑞𝑞𝑑

muon decay 𝜇𝜇−(𝑝𝑝) → 𝜈𝜈𝜇𝜇 𝑝𝑝′ + 𝑒𝑒−(𝑞𝑞) +�̅�𝜈𝑒𝑒 𝑞𝑞′ の不変振幅

長々と計算して不変振幅にたどり着いたがファインマン則を使うと簡単に得られる。

ファインマン則の説明は次章
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